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Recenzja rozprawy doktorskiej

Przedmiotem niniejszej recenzji jest rozprawa doktorska Pana magistra Krzysztofa
Zyjewskiego, zatytulowana ,,Nielokalne zagadnienie Robina dla réwnan eliptycznych
drugiego rzedu w obszarze plaskim z punktem kqtowym na brzegu”. Przewo6d doktorski jest
prowadzony na Wydziale Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Warmifisko-Mazurskiego
w Olsztynie. Recenzja zostala napisana na podstawie zlecenia i pisma WMil.6350.1.2012 z
dnia 01.03.2012. ‘

Rozwazana rozprawa doktorska dotyczy asymptotycznych badan zagadnien
brzegowych nielokalnych dla ogélnych réwnafi eliptycznych w obszarach z punktem
katowym na brzegu. Wielu naukowcéw swiatowych jednostek naukowych prowadzi szerokie
badania tego zagadnienia. Miedzy innymi badane sg istnienie i jednoznaczno$é rozwigzan w
odpowiednich przestrzeniach funkcyjnych typu przestrzeni Sobolewa. Odpowiedni przeglad
podstawowych wynikéw zostal szczegélowo opisany w rozprawie i jest przedstawiony w
literaturze. Rozpatrywane zagadnienia sa bardzo wazne dla zastosowan w zagadnieniach |
mechaniki osrodkéw ciagtych i w teoretycznych podstawach zastosowan metody elementow
skoficzonych. W zagadnieniach mechaniki, zwykle w otoczeniu punktéw katowych brzegu,
powstajg osobliwosci badanych pél fizycznych, na przykiad, koncentracja naprezen,
nieograniczony strumieri cieplny lub lokalna predkos¢ cieczy itd. Fizyczne pole dominuje w
otoczeniu punktéw katowych i wobec tego badanie pola w tych otoczeniach jest podstawg
opisu rozwazanego zjawiska fizycznego. Z drugiej strony, metoda elementéw skoficzonych i
inne metody numeryczne nie moga by¢ wprost stosowane do takich zagadnien. Rozpatrzmy
na przykiad element skoriczony ksztattu tréjkatnego, odpowiadajacy dyskretyzacji obszaru z
dwoma bokami na brzegu obszaru i trzecim bokiem, przylegajacym do innych elementow
skoficzonych. Z teoretycznych badan wiadomo, ze nie istniejg mozliwosci lokalnego badania
tego elementu trojkatnego, w tym jednostajnej aproksymacji pola w otoczeniu wierzchotka.
Stad bez doktadnych analitycznych asymptotycznych badan nie ma mozliwoéci oszacowania
rozwigzania. '

Uwazam, ze rozprawa doktorska Pana magistra Krzysztofa Zyjewskiego miesci si¢ w
aktualnym kierunku badan o istotnym znaczeniu aplikacyjnym, jakim jest badanie zagadnien
brzegowych nielokalnych w obszarze z punktem katowym, w zakresie teoretycznych podstaw
modelowania pél fizycznych w obszarach z punktami osobliwymi.

Celem rozprawy doktorskiej bylo rozszerzenie i uogolnienie metod prof. W.
Kondratiewa i prof. M. Borsuka dla zagadniefi brzegowych (lokalnych) na zagadnienia
nielokalne, gdy wartosci szukanej funkcji na brzegu sg zwigzane z warto$ciami tej funkcji
wewnatrz obszaru. Przy czym operator przesunigcia w obszar posiada punkt staly, ktory sig
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pokrywa z wierzchotkiem katu. W pracy rozwazony zostal najtrudniejszy rodzaj zagadnien
nielokalnych, tj. przypadek, w ktérym no$nik nielokalnego sktadnika przecina brzeg obszaru.

Rozdzialy pierwszy i drugi maja charakter wstepu, gdzie autor rozprawy opisat
rozwazane zagadnienia i zaprezentowal historig podjetej tematyki z punktu widzenia czystej
matematyki. W rozdziale drugim zostaly wprowadzone oznaczenia, wykorzystywane w
pracy, w tym szczegétowo opisane obszary i przestrzeni funkcyjne.

W rozdziale trzecim autor opisat nieliniowe zagadnienie na wartodci wiasne (QEVP) i
jego bardzo wazny przypadek (EVP), gdy réwnanie jest liniowym. W tym przypadku samo
rownanie sprowadza sig do prostego réwnania rézniczkowego rzedu drugiego, podstawowymi
rozwigzaniami ktérego sg funkcje sin i cos. Do standardowych warunkéw brzegowych na
koficach przedzialu (-w/2, /2 ) jest dodany wyraz by(0), ktéry wlasnie jest przesunigciem
wewnatrz obszaru. Wykorzystujac standardowa technik¢ przyréownywania do zera
odpowiedniego wyznacznika autor otrzymuje wartosci i funkcje wiasne. Wartoéci wlasne
spelniajg transcendentalne réwnanie liczbowe. Od nastepnego podrozdziatu 3.2 zaczyna sig
nietrywialne badanie asymptotyczne nieliniowégo zagadnienia (QEVP), gdzie autor
udowadnia nieréwno$é typu Friedrichsa-Wirtingera (W), W przypadku , zagadnienia
nielokalnego. W odréznieniu od klasycznej nieréwnosci tutaj wystgpuje sktadnik ze
wspGlezynnikiem proporcjonalnosei by(0), ktéry powstal takze w zagadnieniu liniowym
(EVP). Warto podkreslié, ze w lewej stronie nieréwnosci (W), wystepuje wartos¢ wiasna 6 i
jest udowodnione, ze ta stala jest optymalna, tzn. nie mozna jej zwigkszy¢. Nieréwnosé
(W), Wiaczajac przypadek (W): na str. 16, jest podstawowa nieré6wnoscig na wartosci 1
funkcje wlasne, wykorzystywane w dalszej czeSci pracy. Ale réwniez te nieréwnosci sg
przydatne w innych dziedzinach matematyki i1 jej zastosowan migdzy innymi w
izoperymetrycznych zagadnieniach (patrz ,Isoperimetric Inequalities in matical
Physics”, G.Polya i G.Szegd), teorii oscylacji powtok i membran (patrz I Irianov,
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zagadnieniach na konfiguracjach (patrz V. V. Mityushev, S. V. Rogosin ,, Constructive
Methods for Linear and Nonlinear Boundary Value Problems for Analytic Functions: Theory ,
and Applications”, Chapman & Hall / CRC, Monographs and Surveys in Pure and Applied
Mathematics, Boca Raton etc, 2000). Dalej w tym rozdziale sa udowodnione inne
nieréwnosci typu Hardy’ego-Friedrichsa- Wirtingera, zawierajace biegunowsa wspdirzedna 7.
W rozdziale czwartym autor bada stabe rozwigzania liniowego zagadnienia Robina
(L). Wsp6tczynniki réwnania i warunkéw brzegowych spelniajg pewne zalozenia, ktére maja
charakter naturalny, i w sumie sg bardzo stabymi zatozeniami w poréwnaniu z zatozeniami
innych matematykéw. Stosujgc technike funkcji barierowej i uzyskane weczesniej
nieréwnosci, autor udowadnia oszacowanie lokalne na warto$¢ szukanej funkcji przez funkcje
potegowa w zatozeniu wypukiego obszaru. Wykladnik tej funkcji nie jest znany na poczatku.
Dalej autor otrzymuje globalne oszacowanie wagowej catki Dirichleta i okresla optymalny
wyktadnik potegi. W rezultacie powstajg wazne oszacowania (4.1 .2) rozwigzania zagadnienia.
Tutaj warto podkresli¢, ze w odréznieniu od poprzednikow to oszacowanie i inne wyniki sa
udowodnione przy zatozeniu, ze gléwne wspotezynniki réwnania speiniajg warunek cigglosci
wzgledem Diniego. Przy czym pozostaly wspéiczynniki réwnania eliptycznego nie sg
ograniczone. Jest to powazne osiagnigcie, ktére powinno zrobi¢ wrazenie na matematykach,
zajmujacych sie tymi zagadnieniami. Wystgpowanie wartoéci wilasnej w wyktadnikach
nieréwnodci (4.1.2) jest rzecza naturalng, ale to, ze nierdwnos¢ ma miejsce przy takich
ogélnych zalozeniach, jest dla mnie pewnym zaskoczeniem. W tym rozdziale autor takze
sprawdza przypadek b = 0, gdy zagadnienie nielokalne przechodzi do zbadanego wczesniej
przez prof. M.Borsuka zagadnienia lokalnego. Pokazano, ze ten przypadek pokrywa si¢ ze
znanymi wynikami. Jest to proste sprawdzenie, wazne dla weryfikacji wlasnych wynikow, co
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odpowiada dobrym praktykom prac matematycznych, gdy wiasne wyniki sg szczegblowo
zbadane z poprzednimi szczeg6towymi wynikami. W podrozdziale 4.8 autor podaje przykiad,
z kt6rego wynika, ze zalozenie warunku Diniego na starszy wspo6tczynniki jest istotne. Ten
przyklad jest bardzo waznym, bowiem pokazuje, ze dla bardziej stabych zatozen twierdzenia
rozdziatlu nie s3 stuszne. Jest to w pewnym sensie ostateczne rozwigzanie problemu zalozen
na wspotczynniki, co byto powaznym upustem poprzednich badaczy. Warto takze podkreslic,
7e tutaj autor wykorzystuje inne metody, ktore sg roézne od powszechnie uznanych metod
stosowanych przez A.Skubaczewskiego.

W piatym rozdziale autor rozpatruje nieliniowe zagadnienie Robina, dotychczas przez
nikogo nie badanych. Nieliniowos¢ wystepuj¢ w potegach szukanej funkcji » i jej gradientu w
réwnaniu oraz w brzegowych nielokalnych warunkach w postaci funkcji gx,u). Jak i w
przypadku liniowym, autor wprowadza naturalne zalozenia na wspélczynniki i znane funkcji
(na przykiad na funkcje g(x,u)). Schemat badania jest podobny do przypadku liniowego. W
podrozdziale 5.2 udowodniono zasadg maksimum, w tym celu autor zastosowal metody De
Giorgi i Stampacchia podczas  szacowania ‘modulu stabych rozwigzan zagadnienia
nieliniowego. W podrozdziale 5.3 za pomocg iteracyjnej metody Mosera udowodniono
lokalne oszacowanie w poblizu punktu katowego zagadnienia (OL). Obecnosc nielokalnego
sktadnika w rozwazanych zagadnieniach wymagato od dysertanta duzego wysitku i pomystu
dla rozszerzenia powyzszych metod. Idea otrzymania Scistych oszacowafi rozwigzaf opiera
sic na wyprowadzeniu globalnych i lokalnych oszacowan catkowych rozwigzania w
wagowych przestrzeniach Sobolewa-Kondratiewa i zastosowaniu nierownosci typu
Poincaré’ego — Friedrichsa — Wirtingera z dokladng stata oszacowania.

Rozprawe konczy rozdziat szésty, w ktérym autor rozpatruje zagadnienie brzegowe
nielokalne dla stabo nieliniowego réwnania eliptycznego (WQL). Ogélny schemat badania
pokrywa sie z poprzednim rozdzialem. W tym przypadku pokazano, ze lokalne rozwigzania
maja taka samg oszacowanie, jak i liniowe zagadnienie (Z). Osobne badanie tego rdwnania
jest uzasadnione wilasnie tym uzyskanym faktem, ze lokalne rozwiazanie zachowuje si¢ tak
samo, jak i rozwigzanie liniowego zagadnienia.

Do rozprawy jest dolaczony dodatek zawierajgcy rozmaite nieréwnos$ci oraz
twierdzenia Sobolewa o wlozeniach.

Bibliografia rozprawy liczy 82 pozycji.

Wszystkie wyniki pracy sg poprawne. Nie znalazlem w niej zadnych istotnych
uchybien, natomiast mam kilka ogdlnych uwag krytycznych.

1. Literatura jest dobrze opisana tylko pod jednym wzgledem dotyczacym prac
zwiazanych z artykulami A.Skubaczewskiego [64, 67, 68, 40, 39, 70, 44] ijego
cytowaniami. Zbyt mocno powiedziano, ze A.Skubaczewski pierwszy
utworzyl teori¢ nielokalnych zagadniefi (str. 5). Brak natomiast innych
matematycznych prac Yakubovicha i innych, oraz nie ma w ogéle odwotania
do licznych prac z zastosowaniami, gdzie rozwazane sj zagadnienia z
kawatkami stalymi wspélczynnikami. Warto bylo by powiedzie¢ krotko o
zastosowaniach (pracy Adlera, Berlaynda, Kolpakova, Linkova), poniewaz
autor akurat takie zagadnienia i rozpatruje, co podniosto by atrakcyjnosé
rozprawy. Na str. 4 wspomniane sg prace Karlovicha i Muskhelishviliego w
zwiazku z funkcjami zespolonymi. Zamiast nich trzeba bylo by wymieni¢
Litvinchuka. Wspomnienie o Carlemanie jest tutaj stosowne.

2. Nie ma chociazby wskazowek, co sie zmieni, jesli przesunigcie traci symetrig,
na przyklad, co si¢ zmieni w zagadnieniu (EVP), jezeli by(0) zamieni¢ na
by(p), gdzie p > 0.



3. Opis nie zawiera wykorzystywanych przestrzeni oraz przesunigcia v.

4. W niektérych miejscach (na przykiad w rozdziale 4, str. 35, tw. 4.3 i inne) nie
ma spojnosci, tzn. warto bylo by napisaé, ze dowod przedstawionego
twierdzenia bedzie podany pézniej i podaé na jakiej stronie.

Podane powyzej uwagi krytyczne nie pomniejszaja wartosci pracy.

Uwazam, Ze praca jest merytorycznie poprawna, zawiera nowe i wartosciowe wyniki
naukowe zwiazane z jednym z podstawowych matematycznych pytaf, w jakim stopniu
badania liniowych zagadnien mozna uogélni¢ na nieliniowe, na ile lokalne osobliwo$ci maja
wplyw na globalne rozwigzania. Stanowi ona oryginalne rozwigzanie problemu naukowego z
zakresu teorii zagadnien brzegowych nielokalnych dla ogélnych réwnan eliptycznych w
obszarach z punktem katowym na brzegu. Autor wykazuje si¢ w niej duzg wiedza teoretyczng
z badanej dziedziny oraz umiejgtnosci prowadzenia badaf naukowych. Podsumowujac,
uwazam, ze recenzowana rozprawa doktorska spelnia warunki ustawowe i zastuguje na
wyr6znienie. Tym samym wnosz¢ 0 dopuszczenie magistra Krzysztofa Zyjewskiego do
dalszych etapéw przewodu doktorskiego. ;

~
~




