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Prosty Automat do kawy

"Przemawiamy” do automatu przy pomocy ciggdw monet. Na
wejsciu (starcie) automatu s ciagi monet sposréd:

5, 10, 20.

Automat rozpoznaje (rozumie) te ciagi, ktorych suma = 20, wtedy
wydaje kawe.
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Prosty Automat do kawy

"Przemawiamy” do automatu przy pomocy ciggdw monet. Na
wejsciu (starcie) automatu s ciagi monet sposréd:

5, 10, 20.

Automat rozpoznaje (rozumie) te ciagi, ktorych suma = 20, wtedy
wydaje kawe.

Stany automatu wyznaczone sg kwotg wrzuconych monet, mamy:
stan poczatkowy:qg, kwota = 0,

g1 kwota = 5,
g> kwota = 10,
g3 kwota = 15,

stan koncowy: q4, kwota = 20

(nie wydaje reszty)
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Stan poczatkowy:qg, kwota = 0,

g1 kwota = 5,
g» kwota = 10,
g3 kwota = 15,

stan kohcowy: g4, kwota = 20
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ciagi (czyli stowa), ktére daja sukces (kawe) - stowa rozpoznane:
(5, 5,5, 5), (5, 5, 10), (5, 10, 5), (10, 5, 5), (10, 10), (20)
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Automat rozpoznaje (" rozumie”) ciagi, czyli stowa:
(5, 5,5, 5), (5, 5, 10), (5, 10, 5), (10, 5, 5), (10, 10), (20).
Stowa zbudowane z alfabetu ¥ = {5,10,20}



Automat do kawy Ak

Automat rozpoznaje (" rozumie”) ciagi, czyli stowa:

(5, 5,5, 5), (5, 5, 10), (5, 10, 5), (10, 5, 5), (10, 10), (20).
Stowa zbudowane z alfabetu ¥ = {5,10,20}

L(Ak) = {(5,5,5,5), (5,5, 10), (5, 10,5), (10,5, 5), (10, 10), (20) },
jezyk zaakceptowany przez Ag.
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s to stan poczatkowy

F - zbiér stanéw koncowych (akceptujacych)



Automat skonczony

Ogolnie: automat to (Q,%,0,s, F),

Q - skonczony zbidr standw,

Y - alfabet, skonczony zbiér znakéw, (symboli)

0:Q x X — Q - funkcja przejscia

- 0(q, a) to stan do ktérego przechodzimy ze stanu q na skutek
wczytania znaku a,

s to stan poczatkowy

F - zbiér stanéw koncowych (akceptujacych)

Przyktad.

Automat do kawy: ({qo,. .., qa},{5,10,20}, 4, qgo,{qa})
5(q,-,5) = (qi+1, i = O, .o .,3,

(5((],’, 10) = q,-+2,i = 0, 1, 2, (5((]0, 20) = q4.
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Y alfabet (skonczony zbiér znakéw),
> * zbidr wszystkich stéw nad alfabetem %, tj. zbiér wszystkich
skonczonych ciggéw nad alfabetem, ¢ - stowo puste

Przyktady.

e > = {a, b}, wtedy T*:

€,a, b, aa, bb, ab, ba, aaa, bbb, aba, aab, baa, . .., bbabaaab, . ..
oY ={0,1}, wtedy X*:
€,0,1,00,11,01,10,000,111,010,001, 100, ...,

Dziatanie na stowach - konkatenacja (potaczenie) stéw:

Wi =aj...3n Wo = by...by, towtedy wywo = a1...a,b1 ... b,
taczne, nie przemienne,

€ jest elementem neutralnym:

EW=we=w

monoid syntaktyczny >*, z elementem neutralnym e,
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Automat skonczony

(Q,%,9,s, F) automat skonczony,

0:Q x X — Q - funkcja przejscia, rozszerzamy na
0:Q xX*— Q - funkcja przejécia - nastepujaco:
5(qa5) =4q

d(q, wa) = 6(6(q, w), a)

Np. W Ak: 6(qo, 555) = g3, 6(qo, 5555) = qa

Jezyk j. rozpoznany, zaakcetowany przez automat A, tzn.
L(A) ={weX*: d(s,w)eF}

W Ak stowo 555 nie jest rozpoznane, stowo 5555 - rozpoznane

Jezyk jest regularny gdy jest rozpoznawany przez jaki$ automat,
czyli L = L(A) dla pewnego automatu skonczonego \A.
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Y alfabet (skonczony zbiér znakéw),
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OL1UL2:{WIW€L1 |ubW€L2},

o ztozenie Ly x Ly = {wiwy : wy € L1, wy € Lo}, piszemy : LyLy,
{e} =10, L=1 LL=12 LLL=13itd.

e Gwiazdka Kleenego, domkniecie Kleenego L* jezyka L:
L*=U{LF: k=0,1,2,...},

takze L1 N Ly oraz dopetnienie L' = X*\ L.

Réwnania na jezykach, np.: jezeli ¢ ¢ A to réwnanie
X=AXUB

ma dokfadnie jedno rozwigzanie X = A*B (rozw. Arden) .
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Automat skonczony

Y ={a, b}
b a, b
a
start — @
rozpoznaje stowa np. : a, ba, bba, b...ba, ..., aa, ab, aba, abb,...

rozpoznaje wszystkie stowa zawierajace cho¢ raz litere a
L(A) = {w € ¥ : w zawiera cho( raz litere a}.
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Automat "liczacy”

¥ ={0,1}
0 1

1 0
1 0

rozpoznaje np. : 0, 11, 110, 1001, 1100, 1111, 10010, .. nie 100
co to za stowa?

0p) =0, 11 =1%21 +1%20=3,

1100) = 1%22 4+ 121 + 020 =6,

10012y =9, 1100y =12, 11115 =15, 10010 = 18, itd.
nie rozpoznaje 100(2) = 4

L(A) = {z € X* : z zapis w uktadzie binarnym - dzieli si¢ przez 3}



Projektowanie automatéw

Zadanie: dla ¥ = {0.1}, zbudowa¢ automat, ktéry rozpoznaje
wszystkie stowa nad X, ktore maja nieparzysta ilos¢ jedynek.
Takie skonczone stowo moze by¢ bardzo dtugie, np. stad do
Ksiezyca, a automat nie ma pamieci, aby to zliczy¢.
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Projektowanie automatéw

Zadanie: dla ¥ = {0.1}, zbudowa¢ automat, ktéry rozpoznaje
wszystkie stowa nad X, ktore maja nieparzysta ilos¢ jedynek.
Takie skonczone stowo moze by¢ bardzo dtugie, np. stad do
Ksiezyca, a automat nie ma pamieci, aby to zliczy¢.

sor— (#2)

0
0
1
start — @
1
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Dotychczas rozwazaliSmy automaty deterministyczne -
d:Q x X — Q byta funkcja, d(q, w) jednoznacznie okreslone.
A gdyby nie? wtedy automaty niedeterministyczne.
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Dotychczas rozwazaliSmy automaty deterministyczne -
d:Q x X — Q byta funkcja, d(q, w) jednoznacznie okreslone.
A gdyby nie? wtedy automaty niedeterministyczne.

Y = {a, b}. Zbudowaé automat rozpoznajacy stowa, w ktorych
drugi symbol od konca = a.

a, b
a a,b
start —{ 4o a1 e
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Automaty skonczone niedeterministyczne

Dotychczas rozwazaliSmy automaty deterministyczne -
d:Q x X — Q byta funkcja, d(q, w) jednoznacznie okreslone.
A gdyby nie? wtedy automaty niedeterministyczne.

Y = {a, b}. Zbudowaé automat rozpoznajacy stowa, w ktorych
drugi symbol od konca = a.

a,b
start —( 90 q1 ‘

0(qo, a) = qo albo = g1 - automat nledetermlmstyczny, d nie jest
funkcja, 6(qo,a) = {qo, g1} - zbiér,
L(A) ={weX*:(s,w)NF #0},
stowo jest rozpoznane jezeli "uda sie znale¢” przejscie od startu s
(tu go) do zbioru stanéw koncowych F (tu gz)




Automat deterministyczny z niedeterministycznego

b
a
d




Automat deterministyczny z niedeterministycznego

b
a
s — k ()
a

LA ={weX*:§ SW)EF} gdzie F = {q2, g3},




Automat deterministyczny z niedeterministycznego

b
a
a

LA) ={weX*:i(s,w)e F} gdzie F = {q2, g3},
L(A) = {w € £* : w ma drugi symbol od kofica = a}.




Automaty skonczone

Twierdzenie.

Istnieje procedura (algorytm) pozwalajaca dla kazdego automatu
skonczonego niedeterministycznego A zbudowaé automat
skonczony deterministyczny A’, ktéry rozpoznaje ten sam jezyk,

tzn. L(A) = L(A).
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Automaty skonczone

Twierdzenie.

Istnieje procedura (algorytm) pozwalajaca dla kazdego automatu
skonczonego niedeterministycznego A zbudowaé automat
skoficzony deterministyczny A’, ktéry rozpoznaje ten sam jezyk,

tzn. L(A) = L(A).

Nie za darmo: jezeli A ma n elementéw, to deterministyczny A’
moze mie¢ do 2" elementéw.

Istnieja procedury pozwalajace znalez¢ automat skonczony
minimalny (ze wzgledu na liczbe elementéw).



Twierdzenie Kleenego

Fakt 1. Kazdy jezyk skonczony jest regularny, tj. posiada automat
skonczony, ktéry go rozpoznaje.

Lemat 1. Jezeli Ly = L(A;) i Lo = L(Ap) oraz Az, A3 sa
deterministyczne, to mozna efektywnie zbudowaé automat
deterministyczny Aj taki, ze

LiULy, = L(A3).



Twierdzenie Kleenego

Lemat 2. Jezeli Ly = L(A;) i Ly = L(A3) oraz Az, Ay sa
deterministyczne, to mozna efektywnie zbudowaé automat (na
og6t niedeterministyczny) Ajs taki, ze L1 x Ly = L(A3).
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Twierdzenie Kleenego

Lemat 2. Jezeli Ly = L(A;) i Ly = L(A3) oraz Az, Ay sa
deterministyczne, to mozna efektywnie zbudowaé automat (na
og6t niedeterministyczny) Ajs taki, ze L1 x Ly = L(A3).

Lemat 3. Jezeli L_L(.A) i A jest deterministyczny, to mozna
efektywnie zbudowaé automat (na ogét niedeterministyczny) Ay
taki, ze L* = L(Ao).

Whiosek. Jezeli jezyk da sie zbudowad ze skoriczonej ilodci jezykdw
skonczonych, przy pomocy operacji U, x,* , to jest on regularny,
tzn. mozna efektywnie zbudowa¢ automat (na ogdt
niedeterministyczny), ktory go rozpoznaje.



Twierdzenie Kleenego

Lemat 2. Jezeli Ly = L(A;) i Ly = L(A3) oraz Az, Ay sa
deterministyczne, to mozna efektywnie zbudowaé automat (na
og6t niedeterministyczny) Ajs taki, ze L1 x Ly = L(A3).

Lemat 3. Jezeli L_L(.A) i A jest deterministyczny, to mozna
efektywnie zbudowaé automat (na ogét niedeterministyczny) Ay
taki, ze L* = L(Ao).

Whiosek. Jezeli jezyk da sie zbudowad ze skoriczonej ilodci jezykdw
skonczonych, przy pomocy operacji U, x,* , to jest on regularny,
tzn. mozna efektywnie zbudowa¢ automat (na ogdt
niedeterministyczny), ktory go rozpoznaje.

Twierdzenie Kleenego méwi, ze jest tez na odwrét - ze wszystkie
jezyki regularne mozna tak otrzymac.



Twierdzenie Kleenego

Twierdzenie Kleenego.

Jezyk jest zbudowany ze skonczonej ilosci jezykéw skonczonych,
przy pomocy operacji U.x,* ,

wtedy i tylko wtedy, gdy

jest on regularny, tzn. mozna efektywnie zbudowaé automat (na
og6t niedeterministyczny), ktory go rozpoznaje.



Twierdzenie Kleenego

Twierdzenie Kleenego.

Jezyk jest zbudowany ze skonczonej ilosci jezykéw skonczonych,
przy pomocy operacji U.x,* ,

wtedy i tylko wtedy, gdy

jest on regularny, tzn. mozna efektywnie zbudowaé automat (na
og6t niedeterministyczny), ktory go rozpoznaje.

Przyktady.
L(A) = {w € ©* : w zawiera cho( raz litere a}= {b}*{a}{a, b}*,

L(A) = {w € £* : w ma drugi symbol od koAca = a} =
{a,b}*{a}{a} U{a b}*{a}{b} = {a b}"{a}{a, b}.



Jezyki nieregularne, bezkontekstowe

R

Palindrom to stowo w = a; ... a, takie, ze w"™ = a, ... a1, czytane
R

od konca jest takie samo jak czytane od poczatku: w = w".
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Palindrom to stowo w = a; ... a, takie, ze wf = a,... ay, czytane
od korica jest takie samo jak czytane od poczatku: w = w*.

oko, ala, abba, mozejutrotadamadatortujezom, devillived itp.

Y ={a, b}



Jezyki nieregularne, bezkontekstowe

R

Palindrom to stowo w = a; ... a, takie, ze w"™ = a, ... a1, czytane
R

od konca jest takie samo jak czytane od poczatku: w = w".
oko, ala, abba, mozejutrotadamadatortujezom, devillived itp.

Y ={a, b}
Palindromy (parzyste) np. abba, aa, bb,



Jezyki nieregularne, bezkontekstowe

R

Palindrom to stowo w = a; ... a, takie, ze w"™ = a, ... a1, czytane
R

od konca jest takie samo jak czytane od poczatku: w = w".
oko, ala, abba, mozejutrotadamadatortujezom, devillived itp.

Y ={a, b}
Palindromy (parzyste) np. abba, aa, bb,
Palindromy (nieparzyste) np.: a, aba, aaa, bab, bbb,



Jezyki nieregularne, bezkontekstowe

R

Palindrom to stowo w = a; ... a, takie, ze w"™ = a, ... a1, czytane
R

od konca jest takie samo jak czytane od poczatku: w = w".
oko, ala, abba, mozejutrotadamadatortujezom, devillived itp.

Y ={a, b}
Palindromy (parzyste) np. abba, aa, bb,
Palindromy (nieparzyste) np.: a, aba, aaa, bab, bbb,

Palindromy nie tworzg jezyka regularnego, ale jezyk
bezkontekstowy, tj. generowany przez gramatyke bezkontekstowa
(Noam Chomsky).

Podobnie jezyk {a"b" : n=1,2,...}

ab, aabb, aaabbb, ... czyli ab,a’b?, a3h?, ...



Jezyki nieregularne, bezkontekstowe

R

Palindrom to stowo w = a; ... a, takie, ze w"™ = a, ... a1, czytane
R

od konca jest takie samo jak czytane od poczatku: w = w".
oko, ala, abba, mozejutrotadamadatortujezom, devillived itp.

Y ={a, b}
Palindromy (parzyste) np. abba, aa, bb,
Palindromy (nieparzyste) np.: a, aba, aaa, bab, bbb,

Palindromy nie tworzg jezyka regularnego, ale jezyk
bezkontekstowy, tj. generowany przez gramatyke bezkontekstowa
(Noam Chomsky).

Podobnie jezyk {a"b" : n=1,2,...}

ab, aabb, aaabbb, ... czyli ab,a’b?, a3h?, ...

Automat skonczony tu nie wystarcza, trzeba dodac tzw. stos,
automaty ze stosem rozpoznajg palindromy i {a"b" : n=1,2,...}.
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Gramatyki bezkontekstowe (N. Chomsky)



Jezyki nieregularne, bezkontekstowe

Gramatyki bezkontekstowe (N. Chomsky)

Przyktad: jezyk {a"b" : n=1,2,...} mozna generowal gramatyka
bezkontekstowa.
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Gramatyki bezkontekstowe (N. Chomsky)

Przyktad: jezyk {a"b" : n=1,2,...} mozna generowal gramatyka
bezkontekstowa.

Reguty (produkcje):

1.5 — aSb

2.5—c¢



Jezyki nieregularne, bezkontekstowe

Gramatyki bezkontekstowe (N. Chomsky)

Przyktad: jezyk {a"b" : n=1,2,...} mozna generowal gramatyka
bezkontekstowa.

Reguty (produkcje):

1.5 — aSb

2.5—c¢

Np. S — aSb — ab, 1, 2.



Jezyki nieregularne, bezkontekstowe

Gramatyki bezkontekstowe (N. Chomsky)

Przyktad: jezyk {a"b" : n=1,2,...} mozna generowal gramatyka
bezkontekstowa.

Reguty (produkcje):

1.5 — aSb

2.5—c¢

Np. S — aSb — ab, 1, 2.
S — aSb — aaSbb — aabb 1,1, 2.



Jezyki nieregularne, bezkontekstowe

Gramatyki bezkontekstowe (N. Chomsky)

Przyktad: jezyk {a"b" : n=1,2,...} mozna generowal gramatyka
bezkontekstowa.

Reguty (produkcje):

1.5 — aSb

2.5—c¢

Np. S — aSb — ab, 1, 2.
S — aSb — aaSbb — aabb 1,1, 2.
S — aSb — aaSbb — aaaSbbb — aaabbb 1,1, 1, 2 etc.



Jaki jezyk zrozumie, rozpozna automat (skonczony)?
jezyk regularny, tj. zbudowany z jezykéw skonczonych, przy
pomocy operacji U, *,*.



Jaki jezyk zrozumie, rozpozna automat (skonczony)?
jezyk regularny, tj. zbudowany z jezykéw skonczonych, przy
pomocy operacji U, *,*.

Automaty ze stosem rozpoznajg jezyki bezkontekstowe,



Jaki jezyk zrozumie, rozpozna automat (skonczony)?
jezyk regularny, tj. zbudowany z jezykéw skonczonych, przy
pomocy operacji U, *,*.

Automaty ze stosem rozpoznajg jezyki bezkontekstowe,

Ale to jeszcze daleko do naszgo komputera, ktory jest
odpowiednikiem tzw. Maszyny Turinga.
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